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Streszczenie

W pracy rozwazany jest problem estymacji komponentéw wariancji i wektora
parametréw obiektowych w mieszanym modelu blokowym, w ktérym efekty blokéw sa
zmiennymi losowymi. W modelu tym przyjmuje si¢, Ze komponent wariancji zwigzany z
bledem jednostek dos§wiadczalnych jest dodatni oraz ze iloraz obu komponentéw jest nie
mniejszy od pewnej stalej. Dla uzyskania wartosci rozwazanych estymatoréw
wykorzystano metode REML oraz metodg¢ programowania kwadratowego.

1. Wstep

Rozwazmy uklad blokowy, w ktérym v obiektéw rozmieszczono w b blokach,
wylosowanych z nieskoriczonej populacji blokéw, zgodnie z planem do§wiadczenia
scharakteryzowanym (vxb)-wymiarowa macierzg incydencji N. Niech
r=(ry,ry ...,ry) bedzie v-wymiarowym wektorem replikacji obiektéw,
k=(ky, ky, ...,ky)" b-wymiarowym wektorem pojemnosci blokowych, natomiast

] b
n= 2:':1 = ZH k; liczbg jednostek do$wiadczalnych. Model liniowy dla ob-

serwacji pochodzacych z do§wiadczenia zatozonego w takim uktadzie blokowym
przyjmuje postaé

y=At+D'B+e, (1.1)

Stowa kluczowe: mieszany model blokowy, komponenty wariancji, REML, (uogél-
niona) metoda najmniejszych kwadratéw, zagadnienie programowania
kwadratowego.
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gdzie y jest n-wymiarowym wektorem obserwowalnych zmiennych losowych, A’
Jjest (nxv)-wymiarowa macierza ukladu dla obiektéw, D’ jest (nxb)-wymiarowa
macierza ukladu dla blokéw, T jest v-wymiarowym wektorem parametréw
obiektowych, P jest b-wymiarowym wektorem efektéw blokowych za$ e jest
n-wymiarowym wektorem bledéw eksperymentalnych.

O wektorach losowych e oraz P zalozymy, ze sa niezalezne, oraz ze
e ~ N,(0,021,), B ~ Ny(0, o21,), gdzie o> >0 oraz o; >0 sa tzw. komponentami
wariancji, reprezentujacymi odpowiednio wariancje bledéw eksperymentalnych
oraz wariancje blokéw, 0 jest wektorem zerowym o odpowiednim wymiarze, zas
I, oraz I, sq odpowiednio macierzami jednostkowymi n-tego oraz v-tego stopnia.
W konsekwencji wektor losowy y posiada rozklad normalny z wartoscia oczeki-
wang E(y) = A't oraz macierzg dyspers;ji

D(y)=c;@'Dy+1,)=V , (1.2)

gdzie Y= 0;/0? jest ilorazem komponentéw wariancji.
Uwzgledniajac postaé wartosci oczekiwanej i dyspersji wektora y mozna model
(1.1) zapisaé w postaci

{y, AT, }D'D+67, | . (1.3)

W pracy w istotny sposéb wykorzystywane bedzie zalozenie o dodatniej okre-
Slonosci macierzy V. Nalezy zauwazy¢, ze powyzej podane zalozenie modelowe
oZ> 0, o; > 0 jest wystarczajace dla zapewnienia macierzy (1.2) tej wlasnosci.
Nalezy jednak zwrécié uwage na fakt iz ograniczenia dotyczace komponentéw
wariancji, pozwalajace jednoczes$nie na uzyskanie pozadanej wlasnosci macierzy
V, mozna wyrazi¢ ogélniej w postaci

cf >0 oraz y2>d, (1.4)

gdzie d reprezentuje liczbe nieujemna. W sytuacji, gdy d=0 uzyskujemy naturalne
zalozenie dotyczace nieujemnosci komponentéw wariancji, dla d>0 dostajemy
inne ograniczenia, ktére nie sg sprzeczne z ograniczeniami naturalnymi i dodat-
kowo zapewniaja wykorzystanie posiadanej wiedzy a priori o komponentach.

Jednym z wazniejszych probleméw zwigzanych z analiza modelu (1.1) jest
estymacja liniowych funkcji wektora parametréw obiektowych t. Z uwagi na fakt,
ze macierz uktadu dla obiektéw A’ jest pelnego rzedu kolumnowego, wszystkie
funkcje parametryczne 1't s w tym modelu estymowalne. Zatem dla rozwigzania
interesujacego nas problemu wystarczy wyznaczyé estymator wektora parame-
trow obiektowych T (patrz np. Baksalary, Kala, 1978).

W pracy wykorzystano teori¢ estymacji w ogélnych modelach liniowych do
wskazania mozliwosci uzyskania najlepszego liniowego nieobcigzonego estyma-
tora wektora 1. Okazuje sig, ze jest to mozliwe w szczegélnych przypadkach
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modelu (1.1), w ktérych wyznaczenie estymatora wektora T nie zalezy od kom-
ponentéw wariancji o> i of W sytuacji ogélniejszej zastosowano dwuetapowq
metode estymacji REML (modyfikacje metody najwiekszej wiarygodnosci ML).
W jej pierwszym kroku wyznaczane s oceny nieznanych komponentéw wariancji,
ktére w etapie nastepnym wykorzystane sg jako prawdziwe wartosci komponen-
téw wariancji w macierzy (1.2) do wyznaczenia estymatora wektora 7.

Z uwagi na fakt, ze metoda REML nie gwarantuje uzyskania ocen komponen-
téw wariancji spelniajgcych ograniczenia (1.4), w pracy metode te zmodyfikowano
dodatkowo w ten sposéb, aby uzyskane oceny ograniczenia te spelniaty. Modyfi-
kacja ta polega na uzupelnieniu pierwszego etapu metody REML odpowiednio
sformulowanym zagadnieniem programowania kwadratowego. Okazuje sie, ze
wprowadzenie tej modyfikacji moze byé uzasadnione nie tylko wzgledami teo-
retycznymi. W paragrafie ilustrujacym zastosowanie metody zwrécono uwage na
korzy$ci numeryczne wynikajace z jej zastosowania.

2. Estymacja parametrow obiektowych

Przy rozwiazywaniu zagadnienia estymacji funkcji parametréw statych natu-
ralnym zadaniem jest, aby uzyskany estymator byl najlepszym liniowym esty-
matorem nieobcigzonym. Stosujgc dla modelu (1.3) rezultaty ogdlnej teorii
modelu liniowego (patrz np. Kala, 1990, Suplement, lemat A i B) mozemy stwier-
dzié, ze z uwagi na macierz I wystepujaca w macierzy dyspersji (1.2), warunek

RM'DA)c R@A) , 2.1)

jest konieczny i dostateczny na to aby jedynym estymatorem o wyzej wspomnia-
nych wlasno$ciach byl estymator najmniejszych kwadratow

T= @AY Ay

gdzie symbol R (-) oznacza podprzestrzen rozpigta na kolumnach odpowiedniej
macierzy.

Warunek (2.1) okazuje si¢ byé do§é restryktywnym wymaganiem. Jak zauwa-
zyli np. Kala (1990), Caliniski i Kageyama (1988), relacja (2.1) jest spelniona dla
pewnych uktadéw blokowych ortogonalnych.

W szerszej klasie modeli, tzn. w sytuacjach, gdy warunek (2.1) nie jest spel-
niony, powszechnie stosowang metodg wyznaczania estymatora parametréw sta-
tych jest uogélniona metoda najmniejszych kwadratéw (patrz np. Aitken, 1935,
Zyskind i Martin, 1969).

W wyniku rozwigzania uktadu réwnan normalnych wtasciwego dla modelu
(1.1) uzyskujemy estymator

T=@AVAYAV Ty | (2.2)
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ktéry w zasadniczy sposéb zalezy od macierzy dyspersji V przedstawionej w (1.2).
Macierz ta jest nieznana, z uwagi na obecnoéé nieznanych komponentéw wa-
riancji o} oraz o-. Zatem wyznaczenie estymatora (2.2) uzaleznione jest od
znajomosci ocen tych komponentéw. Oczywistym jest, ze uzyskany ta droga
estymator wektora 1 nie bedzie najlepszym liniowym nieobcigzonym estymato-
rem. Jak dowodza Kackar i Harville (1981) estymator ten bedzie nieobcigzony o
ile estymatory komponentéw wariancji beda niezmienniczymi i parzystymi funkec-
jami y.

3. Estymacja komponentéw wariancji

Sposréd wielu metod estymacji komponentéw wariancji, wybrano w pracy
modyfikacje dobrze znanej metody najwiekszej wiarygodnosci (ML), zwang me-
toda REML (patrz np. Patterson i Thompson, 1971, Corbeil i Searle, 1976). Stad,
uzasadnione jest przyjecie we wstepie pracy zalozenia o normalnoéci rozkladu
zmiennej losowej y. Modyfikacja metody ML, a tym samym zasada metody
REML, polega na wydzieleniu w funkcji gestosei wielowymiarowego rozkladu
normalnego dwéch czynnikéw, z ktérych jeden wystarcza dla estymacji kompo-
nentéw wariancji (nie zalezy od wektora parametréw statych), drugi zaé zalezy
zaréwno od wektora parametréw stalych jak i od komponentéw wariancji.

W rozwazanym w pracy modelu (1.1) proces ten daje sie zapisaé w postaci

gylon=gMylc) gMylocn,

gdzie g(-|-,-), g&(- 1), g(-|-,-) oznaczaja odpowiednio funkcje gestosci
wielowymiarowego rozkladu normalnego oraz wymienione wyzej czynniki, na
ktére te funkcje daje sig rozlozy¢, przy czym macierz M, jest podmacierza petlnego
rzedu wierszowego macierzy I, - A/(AA)'A, My=AV !, o= (o3, 02). Dalsze pos-
tepowanie w metodzie REML polega na niezaleznej maksymalizacji funkgji
&M,y | o) oraz g,(Muy | o, 7).

Maksymalizacja pierwszej z nich prowadzi do wyznaczenia ocen sktadowych

wektora o. Postepowanie to sprowadza sie w rezultacie do rozwigzania ukladu
réwnan nieliniowych.

So=q , (3.1)

w ktérym elementy s; macierzy S oraz q; wektora q (i, j = 1,2) maja nastepujaca
posta¢ ogélng (zalezng od nieznanych o} i o2)

sy=t{ PVPV;} i,j=12, @.2)
a=y PVPy, i-12, |
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gdzie V,;=D’D, V,=I,, P=V 1_vIAAV 'AY AV L a tr{) oznacza §lad
macierzy (patrz np. Searle, 1988). Zauwazmy, ze z uwagi na posta¢ macierzy
V, i V, oraz wlasnosci §ladu macierzy nieujemnie okreslonych, elementy ma-
cierzy S oraz wektora q sa nieujemne. Odnoénie macierzy S zakladamy za
Pattersonem i Thompsonem (1971), ze jest ona dodatnio okre§lona. Zalozenie to
wyklucza przypadek gdy A’ = I, kiedy to P jest macierza zerowg i w konsekwencji
réwniez S=0 oraz przypadek gdy R (D") c R (A"), kiedy to PD’ = 01 w konsekwenc-
ji 81; = 812 = 0. Ponadto mozna pokazaé, ze g, jest dodatnie wtedy i tylko wtedy,

gdy y ¢ R(A") oraz ze q, jest dodatnie, gdy y¢ R(A") i RD") « RA).
Metoda REML jest metodq iteracyjna. W k-tym kroku iteracyjnym rozwigzuje
sie ze wzgledu na o uktad réwnan liniowych

S(k—l)‘,: Q(k—l) N (3.3)

otrzymany z ogélnej postaci (3.1) poprzez zastgpienie w (3.2) nieznanych kom-
ponentéw o; i ©> rozwigzaniami o3, 6> uzyskanymi w kroku (k—1)-szym, przy
czym w pierwszym kroku iteracyjnym przyjete by¢ muszg dla o i o pewne
wartoéci poczatkowe. Rozwigzanie uktadu (3.3) w ostatnim, z uwagi na przyjeta
dokladnosé, kroku iteracyjnym nazywamy warto$cig estymatora REML wektora
komponentéw wariancji o ile rozwigzanie to jest nieujemne (patrz Searle, 1988,
str. 955).

W wyniku maksymalizacji drugiego czynnika funkcji gestosci, tzn. funkcji
Zo(Myy | o, 1), uzyskujemy do rozwigzania uklad réwnan

AV AT =AVly |

identyczny z uktadem réwnari normalnych w modelu (1.1). Zastepujac w
powyzszym uktadzie nieznane komponenty wariancji (wystepujace w macierzy
V) ich ocenami uzyskanymi w pierwszym etapie metody REML, dostajemy ocene
estymatora REML wektora parametréw statych t

T=@AvVA)Y AV ly |
identyczna z postacia (2.2) estymatora z uogélnionej metody najmniejszych kwa-
dratéw.
Wracajac do problemu estymacji komponentéw wariancji nalezy zwrécié¢ uwa-
ge na fakt, ze zaprezentowana tu metoda nie zapewnia uzyskania dla nich ocen

spelniajacych zalozenia przyjete w modelu. Przedstawione w (1.4) zalozenia sg
ograniczeniami liniowymi postaci

o2 > 0oraz a’c >0, gdzie a’ = (1, —d). 3.4)
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W rezultacie problem estymacji komponentéw wariancji moze byé rozwiazany -
poprzez zastosowanie modyfikacji metody REML, polegajacej w istocie (patrz
Klaczyniski i inni, 1991) na zastapieniu rozwiazywania uktadu (3.3) odpowiednio
sformutowanym zagadnieniem programowania kwadratowego, w ktérym rozwia-
zania poszukuje sie na obszarze wyznaczonym przez ograniczenia (3.4).

Aplikacja tej metody do modelu (1.1) prowadzi do rozwiazywania w k-tym
kroku iteracyjnym zagadnienia minimalizacji kwadratowej funkcji wypuklej przy
ograniczeniach (3.4), tj.

{ minimalizacja f(6) : 6> 0,a’c>0 ) G (3.5)
gdzie
£(©) =50~ 64) Syno-8) , 3.6)
za$
Sy = Sge-ny) - 3.7

W analogii do rozwigzania uktadu (3.3) rozwigzanie zagadnienia (3.5) w ostatnim
kroku iteracyjnym nazwiemy oceng estymatora REML z restrykcjami dla wekto-
ra komponentéw wariangji.

Twierdzenie. Rozwia:ianiem opty}\na]nym zagadnienia (3.5) w k-tym kroku iter-
acyjnym jest wektor Gy, = (Gyu), O,u)’ postaci

. s X '2 . -2
Oy, Jesli oy 2 dG,yy oraz oyy >0

A =2
o = 4 [do, o . = (3.8)
® —® | jesli of(k)<dcf(k) oraz Ggy>0
Oek)
gdzie
s dq +q
_ @qy-1) + Qo
Outey = bt ], | (3.9)

a’Sya
natomiast g,y oraz gy, sa elementami macierzy z uktadu (3.3).

Dla dowodu powyzszego twierdzenia udowodnimy najpierw nastepujacy
Lemat. Niech A bedzie (mx2)-wymiarowa macierza o wierszach af, a5, ..., a,,b
m-wymiarowym wektorem o sktadowych b,, b,, ..., b,, natomiast f (6) niech oz-
nacza funkcje okreslong w (3.6). Przy zalozeniu, ze A, jest ((m—1)x2)-wymiarowa

podmacierza macierzy A (po usunigciu z niej wiersza a}) niech Oy bedzie
rozwiazaniem optymalnym zagadnienia
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{minimalizacjaf (o : ajo=25;) (3.10)
takim, ze
K" s(k) > bi o (311)

Niech ponadto wektor (3.7) spetnia warunek
a} 6(1:) < bi . (3.12)
Przy tych zalozeniach wektor 8(,,) jest rozwigzaniem optymalnym zagadnienia

{ minimalizacjaflc ) : Ao>b} . (3.13)

Dowdd. Adaptujac twierdzenie 2 z pracy Klaczynskiego (1991) mozna pokazad,
ze wektor G(k, spelniajacy zaltozenie (3.11) jest rozwigzaniem optymalnym za-
gadnienia (3.13) wtedy i tylko wtedy, gdy spelniony jest warunek
(a:S@l_l)ai)'l(bi - aj0y,) 2 0, rownowazny warunkowi a; 6y, < b;. Wobec (3.12) wa-
runek ten jest spetniony, co w konsekwencji koriczy dowéd lematu. Q

Dowdéd twierdzenia. Adaptujac lemat 2 zamieszczony w pracy Klaczynskiego

(1991) do zagadnienia (3.5) mozna stwierdzié, ze rozwigzaniem tego zagadnienia
moze byé wektor oy, , jezeli

62([2) > d 63(}2) oraz ('Tz(k) >0 (3.14)

lub rozwigzania tego problemu nalezy szukaé w obszarze R2, na brzegu stozka
(o wierzchotku w poczatku ukladu wspéirzednych) wyznaczonego réwnaniami
prostych o2 — do? = 0 oraz o~ = 0. Z uwagi jednak na zalozenia modelu okre§lone
w (3.4) nie uwzgledniamy rozwigzan lezacych na brzegu opisanym réwnaniem
o> =0, jak réwniez rozwigzania lezacego w wierzchotku stozka . W rezultacie, w
sytuacji gdy 6, nie spetnia warunkéw (3.14) rozwiazaniem optymalnym zagad-
nienia (3.5) moze by¢ rozwigzanie optymalne zagadnienia

{ minimalizacjaf (o) : a'c=0}, gdziea’=(1,-d) . (3.15)

Po podstawieniu a; : = a, A, : = (0,1) oraz b, = b, : = 0 do podanego wczeéniej le-
matu wynika, ze rozwigzanie G(k) zagadnienia (3.15) bedzie rozwigzaniem op-
tymalnym zagadnienia (3.5), jezeli spetnione beda warunki

(0,1) Gy > 0 oraz Gpyy < d 6% - (3.16)

Jak wiadomo rozwigzanie zagadnienia (3.15) ( poréwnaj Ktaczyniski, 1991, str.
271 oraz Klaczynski i inni, 1991, str. 265 ) wyraza sie wzorem
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A : &1 &1 ~1_/-
O) = O ~ Sg-1a@’Sg-a)" a’cy)
skad po uwzglednieniu ¢ = det(S(k_l)) oraz

§1 1 [ Seok-1y —S120k-1)
AT o —S120-1)  S11(k-1)

mozna uzyskaé

= )
A doe(k)
°(k)=( 2 |
e(k)

gdzie Ee%,,) jest okreslone w (3.9). Ostatnia postaé rozwigzania zagadnienia (3.15)
w polaczeniu z warunkami (3.16) kompletuje dowéd twierdzenia. O

Warto zaznaczyé, ze wektor (Ax(k) okreslony w (3.8) i (3.9), wobec postaci elemen-
téw wektora q i macierzy S (patrz (3.2)), jest niezmiennicza i parzysta funkcja
wektora y. Ponadto wektor y, podlegajac rozktadowi normalnemu, spelnia
zalozenie o symetrycznosci rozkladu wzgledem swej wartosci oczeklwane_] A
zatem (patrz Kackar i Harville, 1981) uzycie wektora oy Ww formule T zapewnia
jej nieobcigzonosé.

Szczegélnie interesujaca jest sytuacja, gdy nasze wymagania odnoénie kom-
ponentéw wariancji ograniczajg si¢ jedynie do naturalnych wymagan, tj. do ich
nieujemnos$ci. Wowezas przyjmujac w twierdzeniu d = 0 uzyskujemy

Whniosek 1. Rozwigzaniem zagadnienia
{ minimalizacja f (o) : 6720, o2>0 } , (3.17)

w k-tym kroku iteracyjnym jest wektor

- Sy » jesli o34y 20 oraz Oy > 0
Oy = 0 oy - (3.18)
(k) (_2 , Jjesh oﬁ(k)<0 oraz O‘e%k)>0
e(k)
gdzie
02y =2l (3.19)
S22(k-1)

natomiast ga-1) Oraz Syy4-1) sa odpowiednio elementami wektora ., oraz

macierzy S(k—l)'

Kolejny wniosek dotyczy sytuacji, w ktérej za ocene komponentu wariancji
dla blokéw przyjmuje sie zero.
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Wniosek 2. Jezeli w ukladzie (3.3) w macierzy S(,,_l) oraz w wektorze q_;)przyjeto

o7 = 0 wowezas wielkosé okreslona w (3.19) przyjmuje postaé

Caiy =Y (@, - AAAY Ay / (n-v) (3.20)
a wiec jest §rednim kwadratem dla bledu (MSE) w modelu stalym klasyfikacji
pojedynczej {y , AT , o2L,).
Dowdéd. Macierze: V oraz P, okreslone odpowiednio w (1.2) 1 (3.2), po podstawieniu
;=0 oraz o’=g, |upraszczaja sie do postaci V=gI, oraz
P=(1,- A'(AAY'A) /g. Stad wobec (3.2) oraz idempotentnosci macierzy
I, - A'(AA")'A elementy: $59(,;) macierzy S(_1) 0TaZ Gos) wektora g,_;) w uklad-
zie (3.3) sprowadzajq sie 9dpowiedm'o do postaci

Soog-1)= (1/ (I, -ABA)'A=(n-v) / g

oraz

Goe-1) = Y'@, - AAAY Ay /g” .
W rezultacie iloraz w (3.19) przyjmuje postaé (3.20), co koriczy dowéd wniosku.
a

Jak latwo zauwazyé formuta w (3.20) okreéla jednoczesnie kwadratowy, nieob-
ciazony o minimalnej wariancji estymator parametru o> w modelu
ly, At, ooL,).

Warunek y ¢ R (A), przy ktérym element g, wektora q okreslonego w (3.2)
jest dodatni, przenosi sie na element gy4_;) wektora qg._;. Konsekwencja tego
jest nastepujaca
Uwaga 1. Jezeliy ¢ R (A") wéwczas wyrazenia okreslone w (3.9) oraz w (3.19) sa
dodatnie. Zatem w formutach (3.8) oraz (3.18) warunek Eefk, > 0 moze by¢é pomi-
niety.

Kolejna uwaga dotyczy rozwiazania zagadnienia (3.17), gdy spelnione sa

warunki 6§(k) < 0 oraz Eez(k) > 0. Dla tego przypadku rozwiazania daje si¢ pokaza¢,
ze funkcja

-Ing,M,y | 0) =%ln 2n +%lnIMIVM1| +%y'py
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przyjmuje warto$¢ minimalna (jak wiadomo funkcja g,(M,y | o) przyjmuje wtedy
warto$¢é maksymalng). Mianowicie, przy o; = 0 funkcja ta redukuje sie do postaci

—ln gl(Mly I 0) = %ln 2n + _;'(n—v)ln of S %y’(ln _ Ar(AA,)-]A)y ’

ktérej pochodna przyjmuje wartosé zero wtedy i tylko wtedy, gdy o> = MSE, gdzie
MSE jest okre§lone we wniosku 2. Mozna sformulowaé nastepujacq uwage.

Uwaga 2. Zakladajac, ze o =0 funkeja giM,y | 0) osiagga maksimum dla
2 _
o, = MSE.

Z uwagi tej wynika np., ze rozwiazanie postaci (0, 6f(k))’ stosowane w praktyce,
gdy skladowa 6§(k) Jest ujemna , jest gorsze, w sensie wartosci funkeji
gM,y | 0),0d zaproponowanego w tej pracy (patrz takze Ktaczynskiiinni, 1991,
twierdzenie 2).

Na zakonczenie warto zwrécié uwage na to, ze rozwigzanie zagadnienia (3.5)
pokrywa sig z rozwigzaniem zagadnienia

{ minimalizacja g,(M,y | ©) : 6220, a’6>0}) .

Zauwazmy bowiem (patrz Hocking, 1985, str.246-249), ze uklad (3.1) jest przy-
réwnanym do zera gradientem funkcji g,(M,y | 6). Mozna ponadto pokazaé,
oparajac si¢ na metodzie mnoznikéw Lagrange (patrz np. Hocking, 1985, str. 365
i 241), ze w zagadnieniu maksymalizacji g,(M,y | 6) przy ograniczeniach
a'c=0 przyréwnany do zera gradient funkcji Lagrange
Lo, V) =g,(M,y | 6) +ra’c, gdzie Ajest mnoznikiem Lagrange ), przyjmuje takq
postaé, z ktérej po wstavv]emu w macierzy S oraz wektorze q w miejsce o7
sktadowych wektora o(k ) otrzymujemy rozwigzanie réwnowazne rozwazaniu
zagadnienia (3.10). Stosowanie funkcji f (o) zamiast g(M,y | o) zostalo podykto-
wane jej prostsza postacig oraz wlasno$ciami umozliwiajgcymi zastosowanie
metod programowania kwadratowego wypuklego.

Wreszcie warto podkresli¢, ze jak zauwazyli po raz pierwszy Hocking i Kutner
(1975) (patrz takze Searle, 1988), estymator uzyskany po pierwszej iteracji me-
tody REML jest estymatorem typu MINQUE (patrz np. Rao 1970, 1971 a, b,
1972). Z uwagi na wprowadzong w pracy modyfikacje metody REML  prowadzaca
do uzyskania ocen komponentéw spelniajacych okreslone restrykcJe mozemy
stwierdzi¢, ze w sytuacji gdy proces iteracyjny zostanie ograniczony do pierwszego
kroku, otrzymany estymator bedzie typu MINQUE, dodatkowo spelniajacy okre-
§lone restrykcje.
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. 4. Oméwienie przykladu

Dla ilustracji rozwazan przedstawionych w poprzednich paragrafach wyko-
rzystano przyklad liczbowy dotyczacy do§wiadczenia zalozonego w ukladzie blo-
kowym. W do$wiadczeniu tym v = 25 obiektéw rozlosowano w b = 9 blokach, przy
czym przyjeto zalozenie, ze bloki zostaly wylosowane z nieskoriczonej ich populacji
oraz ze n-wymiarowy wektor obserwacji (n = 43) pochodzi z populacji o rozkladzie
normalnym.

Wartosci skladowych wektora obserwacji zamieszczono w Tabeli 1, ktéra
zostala przedstawiona jako tablica o 25 wierszach i 9 kolumnach, po to aby
jednoczesnie dalo sie odczytaé, ze element wystepujacy na przecieciu i-tego wier-
sza i j-tej kolumny jest warto$cig dotyczaca i-tego obiektu w j-tym bloku. Dodat-
kowo tablica ta odzwierciedla jasno plan do$wiadczenia, zwazywszy na jej
podobieristwo do macierzy incydencji, ktéra zawiera jedynki w miejscu wystepu-
jacych tutaj zaobserwowanych wartosci.

Rozwazany w tej pracy przyklad dotyczy planu do§wiadczenia, ktéry czesto
wykorzystywany jest do opisu eksperymentéw rolniczych na terenie Wioch. Dane
zamieszczone sg w Tabeli 1. Ze wstepnej ich analizy wynika, ze zmienno§é miedzy

Tabela 1.
43 obserwacje, 25 obiektéw, 9 blokéw
: Bloki
D 2 3 4 5 6 7 8 9
1 20 12
2 7 14 26
3 8 9 11
4 9 9 23
5 14 151 19
6 9 21 10
7 11 9 11
8 9 10 10
9 20 17 25
10 11
11 17
12 21
13 16
14 20
15 24
16 13
17 17,
18 11
19 18
20 13
21 12
22 25
23 19
24 29
25
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blokami jest bardzo mata przy dosé duzej zmiennos$ci migdzy jednostkami ekspe-
rymentalnymi. Ten fakt wskazuje na to, ze nalezy spodziewaé sie bardzo malej
wariancji dla blokéw. Z tej to przyczyny mozemy zastosowaé opisang wyzej
metode co najwyzej z ograniczeniami naturalnymi dla komponentéw wariancji
tj. dotyczacymi ich nieujemnoSci.

Jak podkreslono w paragrafach poprzednich, podstawowym celem jest uzy-
skanie oceny wektora parametréw obiektowych t. Z uwagi na fakt, ze relacja
(2.1) nie jest tutaj spelniona, interesujgca nas ocena bedzie wyznaczana zgodnie
z metoda estymacji REML. Dla realizacji pierwszego etapu tej metody tzn.

znalezienia ocen komponentéw wariancji o oraz o2, przyjeto jako punkt startowy
0%(0) = 1.0 oraz of(o) = 1.0. Przy tych wartosciach przystapiono do realizacji pier-
wszego kroku iteracyjnego, w ktérym znaleziono elementy macierzy S(O), wektora
{() oraz wektor 6, zgodnie ze wzorem &, = Sy g Skladowe tego wektora
okazaly sie nastepujace 6§(1)=—6.8448, 63(1)=37.5109. Z uwagi na ujemng wartos¢

pierwszej sktadowej, zastosowano modyfikacje metody opisang w (3.5) i zgodnie
z (3.7) wyliczono nieujemne oceny komponentéw wariancji w tym kroku. Otrzy-

mano c§(1)=0.0, Gf(l)=36.4274 i przyjeto te wartoSci jako punkt startowy dla
iteracji drugie;j.

Po powtérzeniu postepowania, opisanego szczegétowo dla iteracji pierwszej,
w iteracji drugiej otrzymano 62(2)=-0.8426, 63(2)=32.8426, a po zastosowaniu
modyfikacji metody dla uzyskania ocen nieujemnych otrzymano 312,(2,=0.0,
83(2)=32.00. Trzeci krok iteracyjny, w ktérym uzyskano 62(3)=—0.8426,
63(3)=32.8426 oraz 3,2,(3)=0.0, 33(3)=32.0 zakoriczyt obliczenia, z uwagi na zalozong
doktadnosé.

Uzyskane w ostatnim kroku nieujemne oceny komponentéw wariancji przyjeto
jako prawdziwe wartoSci komponentéw wariancji o oraz o dla wyznaczenia
macierzy V zgodnie ze wzorem (1.2) i nastepnie dla wyznaczenia oceny wektora
parametréw obiektowych. W wyniku zastosowania wzoru (2.2) uzyskano T =
(12.6667, 15.6667, 9.3333, 13.6667, 14.6667, 13.3333, 10.3333, 9.6667, 20.6667,
11.0, 17.0, 21.0, 16.0, 20.0, 24.0, 13.0, 17.0, 11.0, 18.0, 13.0, 12.0, 25.0, 19.0, 29.0,
28.0).

Dla sprawdzenia efektywno$ci zaproponowanej przez autoréw metody wyli-
czono dodatkowo oceny komponentéw wariancji metoda REML z zastosowaniem
modyfikacji (3.5) dopiero po zakoriczeniu procesu iteracyjnego. Uzyskano po 56
iteracjach 67=-0.4637, 6-=32.4599 a po zastosowaniu modyfikacji (3.5) 32:0.0,
SE=31.99. Obliczono takze MSE (patrz wniosek 2) w modelu klasyfikacji pojedyn-

czej [y, A't, o-L,). Obliczona warto§é wyniosta 32. Obliczenia wykonano przy
pomocy skonstruowanego przez autoréw programu w jezyku PASCAL 5.0 na
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mikrokomputerze typu IBM PC/AT. W programie tym wykorzystano numeryczng
procedure W-transformacji Hemmerle i Hartleya (1973) oraz procedure "sweep
operator” Goodnighta (1978) (patrz takze Giesbrecht, 1986), stuzace do obliczania
elementéw macierzy S oraz wektora q uktadu (3.3). W trakcie obliczen stwier-
dzono, ze z uwagi na zbiezno$é metody REML, dobér punktu startowego ma
wplyw jedynie na liczbe iteracji koniecznych do uzyskania koricowego wyniku.
Ponadto przekonano sie, ze wprowadzenie modyfikacji (3.5) na kazdym kroku
iteracyjnym jest korzystniejsze z numerycznego punktu widzenia w stosunku do
metody polegajacej na wprowadzeniu tej modyfikacji dopiero po wykonaniu ostat-
niego kroku iteracyjnego metody REML. Jednak z teoretycznego punktu widzenia
autorom nie jest wiadome, czy oba postepowania sa réwnowazne.
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On modified REML method and its application
to estimation of parameters in block design
with random block effects

SUMMARY

In the paper we show how to estimate variance components and treatment parameters
in the mixed linear model in which block effects are random. In this model we assume
that the variance component related to the experimental error is positive and that the
ratio of variance components is not less than a given scalar. To obtain the estimators the
REML and quadratic programming methods are used.

Key words: mixed model with reference to block design, variance components,
REML, (generalized) least squares method, quadratic programming prob-
lem.



